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 چکیده  ژگان کلیدیوا

سنگ از  کیو مکان کینفت، ژئوتکن کیاز مباحث مرتبط به ژئومکان یاریدر بس کیالاستوپلاست یارهایمع

. اگرچه شودیم یتلق یضرور یآنها امر یاجرا عدد ارهایمع نیا تیبرخوردارند. با توجه به اهم یادیز تیاهم

 یسیبه هسته کدنو یعدم دسترس به خاطراما  را در بردارند شدهانیب یارهایموجود مع یافزارهانرماز  یبرخ

 نیا تیبا توجه به اهم . لذاستیکامل برقرار ن نانیبا آنها اطم شدهانجام یسازمدل، عملا از صحت افزارنرم

ادغام  تمیبهبود الگور یجامع برا یمدل عدد کی قیتحق نیاجرا، در ا یآنها برا یدگیچیو البته پ ارهایمع

شرح داده شد.  لیبه تفص شود کهشد. الگوریتم توسعه داده شده بعنوان نوآوری این تحقیق محسوب میارائه  بکولم-موهر اریمع کیالاستوپلاست

 یشیاگر حالت آزما یشنهادی. در مدل پباشدیم کیپلاست کنندهاصلاحو مرحله  کیالاست شیو مرحله آزماشده شامل د شنهادیادغام پ تمیالگور

در مرحله اول  یشیتنش آزما راگ ،صورت نیا ری. در غشودیم رفتهیپذ تهیسیباشد، جواب الاست میسطح تسل یرو ای کیالاست هیدر ناح کیالاست

مدل  رأسکولمب و -موهر اریتمام سطوح مع یروند برا نی. اشودیمارائه  ینگاشت بازگشت تمیتوسط الگورکند،  دییقابل قبول را تا طینتواند شرا

. دیماده را ارائه نما کیستوپلاسترفتار الا یبارگذار نیکولمب بتواند در ح-مدل موهر نکهیتا ا شودیمبصورت جامع و البته بصورت مجزا انجام 

 دییمورد تأ یشگاهیآزما یهادادهبا  یعدد جینتا سهیبا مقا یشنهادیمدل پ یقرار گرفت و اعتبارسنج یسنگ مورد بررس یمدل ارائه شده برا

شده  تمیالگوری داریو پا عیسر ییمنجر به همگرااین ثبات  قاعدتاًاست که  یثبات عدد مذکور دارای تمیالگور دهد کهنتایج نشان می .قرار گرفت

 .است

مرحله ، الگوریتم ادغام

مرحله ، کیالاست شیآزما

، کیپلاست کنندهاصلاح

معیار  ،الاستوپلاستیک

 سنگ، کولمب-موهر

 گفتارپیش .1
ژئوتکنیک و مکانیک سنگ، مکانیک نفت، مهندسی ژئو رد

های ساختاری الاستوپلاستیک با سطوح تسلیم چندگانه، مدل

گسترده در کاربردهای مهندسی مورد استفاده قرار  طوربه

ترین کولمب از مرسوم-ها معیار موهرکه در میان آن گیرندمی

سطح  همانطور که مشخص است، شود.آنها محسوب می

نامنظم در  یضلعششکولمب یک مخروط -هرتسلیم معیار مو

فضای تنش اصلی است که از شش وجه با شش لبه و یک 

تشکیل شده است. هنگامی که قانون متعامد در یک  رأس

 فرد به منحصر، نرمال شودیمنقطه از لبه سطح تسلیم اعمال 

اشناخته است که ننهایی  تسلیم فعالنیست و سطح 

 کند.ددی بسیاری را ایجاد میهای الگوریتمی و عپیچیدگی

های کولمب و البته پیچیدگی-با توجه به اهمیت معیار موهر

های مختلفی برای اجرا حلگسترده آن، محققان مختلف راه

کویتر با اعمال معیار اساس،  نیبر هماند. این معیار ارائه نموده

بارگذاری برای هر سطح تسلیم نقطه منفرد، تکامل کرنش 

. [1برای سطوح تسلیم چندگانه پیشنهاد کرد ] پلاستیک را

مارک یک روش مشابه اتخاذ نمود و تلاش کرد با جایگزینی 

مواردی سرعت همگرایی معادله تعادل کلی را تسریع ببخشد 

کولمب را اصلاح -هر[. زینکویچ و پد سطح تسلیم معیار مو2]

[. 3و معیار تسلیمی جدید در قالب منحنی ارائه نمودند ]

 یهابرای گرد کردن گوشه شدهاصلاحن و بوکر یک معیار اسلو
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معیار  یهاگوشه[. سالون 4سطح تسلیم پیشنهاد کردند ]

کولمب را هموار که تابع تقریبی بدست آمده پیوسته -موهر

تنش  ی[ بازگشت تنش را در فضا5لارسون و رونسون ] بود.

ب اجتنا کولمب-معیار موهر ینگیتا از تک دادندانجام  یاصل

را [ روش هندسه بازگشت تنش 6کلاوزن و همکاران ] کنند.

 ریسا دربعداً  دهیا نیو ا ارائه نمودند کولمب-برای معیار موهر

و همکاران  موی[. س7] افتیگسترش  یسیتهپلاست یهامدل

با  بیو با ترک هرفتیمحدب را پذ یزیربرنامه یاضیر دهیا

کولمب را -موهر معیارنقطه،  نیترکینزد یزیرطرح تمیالگور

 [. 8]اجرا نمودند 

 یهامدل یادغام عدد که مشخص شد، الگوریتم طورهمان

های خاصی دارند. توسعه پیچیدگی کیالاستوپلاست ساختاری

است. در  به فردالگوریتم برای هر مدل ساختاری منحصر 

 یبر دو مرحله اصل یمبتن یعدد کردیروبرخی از منابع این 

. یبعد یو طرح بازگشت کیالاست یشی: مرحله آزما[9] است

 تحل معادلا یبرا یروش تکرار یینرخ همگرا

وابسته  رهایبه انتخاب متغ شدتبه یرخطیغ کیالاستوپلاست

 [.10است ]

کولمب و عدم دسترسی به -با توجه به اهمیت معیار موهر

افزارهای موجود، ضرورت اجرای این هسته کدنویسی نرم

های اجرای این ت. از طرفی پیچیدگیاس ریناپذاجتنابها مدل

ترین الگوریتم ادغام ها مستلزم توسعه مناسبمدل

الاستوپلاستیک است که علاوه بر همگرایی، سرعت همگرایی 

پیچیدگی این  دهندهنشانآن نیز بالا باشد. موارد بیان شده، 

 مسئله است.

با توجه به اهمیت موضوع، یک طرح جامع  لذا در این تحقیق

کولمب -الگوریتم ادغام الاستوپلاستیک معیار موهر برای

شود. الگوریتم ادغام پیشنهاد شده شامل دو پیشنهاد می

-پلاستیک می کنندهاصلاحمرحله آزمایش الاستیک و مرحله 

کولمب اگر حالت -باشد. در مدل پیشنهادی برای معیار موهر

آزمایشی الاستیک در ناحیه الاستیک یا روی سطح تسلیم 

شود. در غیر اینصورت، د، جواب الاستیسیته پذیرفته میباش

اگر تنش آزمایشی در مرحله اول نتواند شرایط قابل قبول را 

 ینیبشیپتایید کند، توسط الگوریتم بازگشت تنش مجدد 

 رأسکولمب و -شود. این روند برای تمام سطوح معیار موهرمی

ینکه مدل تا ا شودیممدل بصورت جامع و البته مجزا انجام 

کولمب بتواند در حین بارگذاری رفتار الاستوپلاستیک -موهر

بعنوان نوآوری  شدهانیبالگوریتم  نشان دهد. یخوببهماده را 

رویکرد پیشنهادی برای معیار . شوداین تحقیق محسوب می

کولمب با -کولمب با مقایسه نتایج عددی مدل موهر-موهر

 شود.ی مینتایج آزمایشگاهی تایید و اعتبارسنج
 

 مدل ساختاری الاستوپلاستیک. 2
مدل ساختاری الاستوپلاستیک غیرخطی امکان توصیف با ر ه

تئوری الاستوپلاستیسیته را دارد. در واقع زمانی که یک ماده 

های شرایط بارگذاری خاص دچار تغییر شکل ریتأثتحت 

به دو بخش  𝝐 شود. تانسور کرنش کلمی ریناپذبرگشت

، 11شود ]به شرح زیر تجزیه می یسیتهپلاستو  سیتهالاستی

 :[13و  12

(1)  𝛜 = 𝛜𝒆 + 𝛜𝒑 

است.  یسیتهپلاست بخش 𝝐𝒑و  کیالاست بخش 𝝐𝒆که در آن 

 بخشاست و  ریپذبرگشت کیالاست در حین بارگذاری بخش

است و مربوط به  یشکل دائم رییتغ دهندهنشان یسیتهپلاست

[. 16و  15، 14است ] ریناپذبرگشت یهاشکل رییتغ خچهیتار

شد،  نییتع 𝒖̇ ییجابجا شیافزا کیکه  یهنگامدر این مسائل 

 تینهایبکرنش  هیتحت نظر ییکرنش و جابجا نیرابطه ب

 :[9] شودیم فیتعر ریز صورتبهکوچک 

(2)  𝛜̇ =
1

2
(∇𝒖̇ + ∇𝑇𝒖̇) 

 راتییتغ جهیتواند در نتیم کیشکل الاستوپلاست رییتغ

را  این تغییرات توانیمباشد و  در ماده مختلف یساختارزیر

 [:17] بیان نمود یداخل بیآس یرهایاز متغ یابا مجموعه

(3)  𝛘𝒊 ;     𝑖 = 1, 2, … 

تانسور رتبه بالاتر  ایممکن است اسکالر، بردار  𝝌𝒊که  ییجا

آزاد هلمهولتز  یانرژ ،یداخلآسیب  یرهایمتغتوجه به . با دباش

 [:18] شودیم فیتعر ابطه زیربصورت ر

(4)  𝐅 = 𝐅(𝛜𝒆, 𝛘𝒊) 

به  توانیمهلمهولتز را  آزاد یانرژ ک،ینامیترمود نظرنقطهاز 

 هیتجز 𝑭𝒑(𝝌𝒊) یسیتهو پلاست 𝑭𝒆(𝝐𝒆) یسیتهبخش الاست

 یانرژ یسیتهبخش الاست اعمال دیفرانسیل ازبا یعنی . نمود

 دوهام، مفهوم-ی کلاسیسنابرابر ی آن درنیگزیو جا 𝑭𝒆آزاد 

 [:17] زیر بیان نمود صورتبهرا تنش 
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(5)  𝛔 = 𝜌̅
𝜕𝐅𝒆

𝜕𝛜𝒆

 

جرم و تانسور تنش هستند.  یچگال بترتی به 𝝈 و 𝜌̅که در آن 

 ریز صورتبه 𝑨𝑖 یکینامیمزدوج ترمود یروین ن،یعلاوه بر ا

  :شودتعریف می

(6)  𝑨𝑖 = 𝜌̅
𝜕𝐅𝒑

𝜕𝛘𝒊

 

 تغییر شکل الاستوپلاستیک. 1.2

چهار  استفاده از با یاضیاز نظر ر کیشکل الاستوپلاست رییتغ

 [: 9] شودیم فیتوص ریبه شرح ز یاصل اساس

با دو نوع رفتار  توانیمرا  کیقانون الاست :کیقانون الاست

قابل ذکر  .یرخطیو غ یخط الاستیسیتهارائه کرد:  ساختاری

 شودیم فیتوصزیر  صورتبه یخط الاستیسیته است که

[19]: 

(7)  𝛔̇ = 2μ𝝐̇𝒆 + 𝝀 𝑡𝑟(𝝐̇𝒆)𝐈 

و  یب لامه استضر و مدول برشی به ترتیب  𝝀و  𝜇که در آن 

𝝈̇ تنش است. شیافزا 

 قیرا از طر یکیپلاست بخشو  کیحد الاست :تسلیم اریمع

𝛷 تهیسیپلاست میتابع تسل = 𝛷(𝝈, 𝐴) که کندیم فیتوص ،

𝐴 در آن  = 𝜌̅ 𝜕𝑭𝒑/𝜕𝝌 شوندهسخت یکینامیترمود یروین 

دارای  تهیسیاست. تابع پلاست یداخل بیآس ریمتغ 𝝌 است و

صفر در قسمت  ریو مقاد یسیتهدر قسمت الاست یمنف ریمقاد

 [.20] دارد یسیتهپلاست

 یسیتهپلاست لیتابع پتانس کی لزوم وجود :انیقانون جر

𝛹 = 𝛹(𝝈, 𝐴) چگونه  کندیمکند، که مشخص یرا فرض م

 تهیسیپلاست ندیدر فرآ 𝝐𝒑 یسیتهشکل پلاست رییتانسور تغ

𝝐̇𝒑 = 𝛾̇𝑵 که در  ابد،ی یتکامل م𝑵(𝝈, 𝐴) = 𝜕𝛹/𝜕𝝈 

 است. یسیتهپلاست بیضر 𝛾̇است و  انیجهت جر

𝝌̇ یداخل بیآس رینحوه تکامل متغ ونده:شقانون سخت =

𝛾̇𝐻 آن کند که در یشخص مرا م𝐻(𝝈, 𝐴) = −𝜕𝛹/𝜕𝐴  

 است. وندهشمدول سخت

 

 کولمب-موهرالاستوپلاستیک . مدل 2.2

کولمب یکی از معیارهای مرسوم -الاستوپلاستیک موهر مدل

ژئومکانیک نفت،  مرتبط به افزارهایدر اکثر نرم متداولو 

سنگ است که بیشتر مهندسین در بیشتر کیژئوتکنیک و مکان

 کی عنوانبهاین مدل  کنند.ها از آنها استفاده میسازیبیهش

 [.22، 21] مطرح شده استبه فشار و وابسته مدل حساس 

خاک، سنگ و بتن  موادی همچون یبرا کولمب-موهر مدل

 یکیدرواستاتیبه فشار ه یطورکلبهمناسب است که رفتار آنها 

ت، کولمب شامل سه اصل کلیدی اس-مدل موهر دارد. یبستگ

( قانون جو ) م،ی( تابع تسلب) ک،ی( قانون الاستالف)یعنی: 

 .انیجر

 :مبکول-هرمو کیقانون الاست

-با استفاده از رابطه تنش مبکول-هرمدل مو کیقانون الاست 

 انی( ب7در معادله ) شود کهریف میتع یخط کیکرنش الاست

 شد.

 :مبکول-موهر میتابع تسل

فشار  به ل حساسمد ککولمب ی-موهر تهیسیمدل پلاست 

آغاز  یزمان یسیتهپلاستبه  میاست که تسل یکیدرواستاتیه

 بیبه ترک ،𝜎𝑛 نرمالو تنش  𝜏𝑚  یکه مقاومت برش شودیم

 [:21] دنبرس ی زیربحران

(8)  τ𝑚 = 𝑐 − 𝜎𝑛 tan(𝜑) 

 متسلی تابع. است اصطکاک هیزاو 𝜑و  یچسبندگ 𝑐که در آن 

 طورهمان موهر در صفحه یراحتبه توانیمرا کولمب -موهر

 .نمودنشان داده شده است، مشاهده  1که در شکل 

 
 [9کولمب ]-موهر اریصفحه موهر در مع شینما. 1شکل 

 

 صورتبه یاصل یهاتنش برحسب میتسل طیشرا 2از شکل 

 [:9] شده است فیتعر زیر

(9)  (𝜎𝑚𝑎𝑥 − 𝜎𝑚𝑖𝑛) + (𝜎𝑚𝑎𝑥 + 𝜎𝑚𝑖𝑛) sin(𝜑) = 2𝑐 cos(𝜑) 

را  یتنش اصل برحسب مبکول-موهر میسپس تابع تسل

 :نمود انیب ریز صورتبه توانیم

(10)  𝛷(𝝈, c) = (𝜎𝑚𝑎𝑥 − 𝜎𝑚𝑖𝑛) + (𝜎𝑚𝑎𝑥 + 𝜎𝑚𝑖𝑛) sin(𝜑) −2𝑐 cos(𝜑) 
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 میابع تسلبا استفاده از شش ت مبکول-موهر اریمع ت،یدر نها

 :شودیم انیب ریز صورتبه یتنش اصل یدر فضا

(11)  

𝛷1(𝝈, c) = (𝜎1 − 𝜎3) + (𝜎1 + 𝜎3) sin(𝜑) −2𝑐 cos(𝜑) 

𝛷2(𝝈, c) = (𝜎2 − 𝜎3) + (𝜎2 + 𝜎3) sin(𝜑) −2𝑐 cos(𝜑) 

𝛷3(𝝈, c) = (𝜎2 − 𝜎1) + (𝜎2 + 𝜎1) sin(𝜑) −2𝑐 cos(𝜑) 

𝛷4(𝝈, c) = (𝜎3 − 𝜎1) + (𝜎3 + 𝜎1) sin(𝜑) −2𝑐 cos(𝜑) 

𝛷5(𝝈, c) = (𝜎3 − 𝜎2) + (𝜎3 + 𝜎2) sin(𝜑) −2𝑐 cos(𝜑) 

𝛷6(𝝈, c) = (𝜎1 − 𝜎2) + (𝜎1 + 𝜎2) sin(𝜑) −2𝑐 cos(𝜑) 

 
 [9کولمب ]-موهر اریمع انیانون جرق. 2شکل 

 

 :کولمب-موهر انیقانون جر

 لیپتانس عنوانبه ،𝛷 میتسل تابع ،کولمب-معیار موهردر  

 𝝐̇𝒑 یسیتهو تکامل کرنش پلاستتعریف  𝛹 یعنی ان،یجر

 :[9] شودیمنظر گرفته زیر در  صورتبه

(12)  𝛜̇𝒑 = 𝛾̇𝑵 = 𝛾̇
𝜕𝛷

𝜕𝝈
  

 مدل یبرا یدادغام عد تمیالگور .3

 کیالاستوپلاست
به دو مرحله  یادغام عددکه بیان شده الگوریتم  طورمانه

و مرحله  کیالاست یشیشود: مرحله آزمایم میتقس یاصل

نگاشت بازگشت(. اگر  تمیالگور ای) کیپلاست کنندهاصلاح

سطح  یرو ای یسیتهالاست ناحیهدر  کیالاست یشیآزما مرحله

اگر  ت،صور نیا ری. در غشودیم هرفتیپذ جوابباشد،  میتسل

قابل قبول  طیدر مرحله اول نتواند شرا یشیتنش آزما

[ بر 16بازگشت ] تمیکند، توسط الگور دییرا تأ یسیتهپلاست

 .شودیم ینیبشیپ میسطح تسل یرو
 

 یشیافزا کیالاستوپلاست یمدل ساختار. 1.3

 یضمن لریبا استفاده از روش او یشیافزا یمدل ساختار

𝝐𝑒 کیبا دادن کرنش الاستاین مسئله است.  شدهئهارا
𝑛−1 ،

𝝐𝑝 کیکرنش پلاست
𝑛−1شوندهتسخ ری، و متغ 𝜒𝑛−1  در

و همچنین تانسور کرنش  𝑡𝑛−1( زمانی )شبه یمرحله زمان

,𝑡𝑛−1] یمانبازه زبرای  𝝐∆افزایشی  𝑡𝑛]  انجام تا اینکه بتوان

 بدست آورد 𝑡𝑛 یدر مرحله زمان ریز یرمعادلات جب ستمیس

[16:] 

(13)  
𝝐𝑒

𝑛 = 𝝐𝑒
𝑛−1 + ∆𝝐 − ∆𝛾𝑁(𝝈𝑛 , 𝐴𝑛) 

𝜒𝑛 = 𝜒𝑛−1 + ∆𝛾𝐻(𝝈𝑛, 𝐴𝑛) 

𝝐𝑒مجهولات  یبرا
𝑛 ،𝜒𝑛 یشیافزایسیته پلاست بیو ضر ∆𝛾  ،

 :عنیی، شودیممحدود  [23]کوهن تاکر  طیبه شرااین مسئله 

(14)  ∆𝛾 ≥ 0, 𝛷(𝝈𝑛, 𝐴𝑛) ≤ 0,    ∆𝛾𝛷(𝝈𝑛, 𝐴𝑛) = 0  

 جایئکه

(15)  𝛔𝑛 = 𝜌̅
𝜕𝐅𝒆

𝜕𝛜𝒆

|𝑛            𝐴𝑛 = 𝐴𝑛(𝜒𝑛) = 𝜌̅
𝜕𝐅𝒑

𝜕χ
|𝑛 

 و

(16)  𝑁(𝝈𝑛, 𝐴𝑛) =
𝜕𝜳

𝜕𝝈
|

𝑛
        𝐻(𝝈𝑛, 𝐴𝑛) = −

𝜕𝜳

𝜕𝐴
|

𝑛
  

با این مسئله در دو مرحله.  کیالاستوپلاست مسئلهحل  یبرا

که  ییجا شود،یشروع م کیکاملاً الاست کنندهینیبشیپ کی

∆𝛾 = 𝝐𝑒𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙 یشیآزما کیو کرنش الاست 0
𝑛 = 𝝐𝑒

𝑛−1 + ∆𝝐 

𝜒𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙و متغیرهای داخلی 
𝑛 = 𝜒𝑛−1 . ،در مرحله بعد𝝈𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

𝑛  و

𝛷(𝝈𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
𝑛 , 𝐴𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

𝑛 𝝐𝑒𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙براساس  (
𝑛 تابع اگر شوند.محاسبه می 

𝛷(𝝈𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
𝑛 , 𝐴𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

𝑛 ) ≤ جواب مسئله تقریبا برای سیستم  ،0

𝑛(∙)جبری معتبر است و متغیرها   ≔ (∙)𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
𝑛  رسانی  روزبه

اعمال  ینگاشت بازگشت تمیصورت، الگور نیا ریدر غشوند. می

 [:16]شود یم یسیبازنو زیر صورتبه یجبر ستمیو س شودیم

(17)  

𝝐𝑒
𝑛 = 𝝐𝑒𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

𝑛 − ∆𝛾𝑁(𝝈𝑛 , 𝐴𝑛) 

𝜒𝑛 = 𝜒𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
𝑛 + ∆𝛾𝐻(𝝈𝑛 , 𝐴𝑛) 

∆𝛾 > 0, 𝛷(𝝈𝑛 , 𝐴𝑛) = 0 

𝝐𝑒حل که راه یامهنگ
𝑛 در  یسیتهمحاسبه شد، کرنش پلاست

 :[16] نمودمحاسبه  ریز صورتبه توانیمرا  𝑡𝑛 یمرحله زمان
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(18)  𝝐𝑝
𝑛 = 𝝐𝑝

𝑛−1 + ∆𝝐 − ∆𝝐𝑒 

را  یطرح نگاشت بازگشت ته،یسیپلاست یهااز مدل یبرخ یبرا

 .نمود انیب یلیتحل صورتبه توانیم
  

 کولمب-تم ادغام برای معیار موهر. الگوری2.3

رسانی تنش در فضای تنش  روزبهکولمب -برای معیار موهر

، پس از محاسبه حالت آزمایشی رونیازاشود. اصلی انجام می

شود. با توجه انجام می  𝝈𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙الاستیک، تجزیه تنش آزمایشی 

𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙های اصلی آزمایشی، یعنی به تنش
1 ≥ 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

2 ≥ 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
3  ،

 :[9] شودیمبررسی مبحث پلاستیسیته به شرح زیر انجام 

ی در حالت آزمایشی تنش اصل یدر فضا میتابع تسل اگر

 :زیر باشد صورتبهالاستیک 

(19)  𝛷𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙 = 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
1 − 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

3 + (𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
1 + 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

3 ) sin 𝜑 − 2𝑐(𝜖𝑛̅
𝑝) cos 𝜑 ≤ 0 

 روزبهزیر  صورتبهالاستیک است و همه متغیرها مسئله گام 

  شوند:رسانی می

(20)  (∙)𝑛+1 ≔ (∙)𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
𝑛+1  

 شود. یانجام م یصورت، روش بازگشت نیا ریدر غ

 یبرا یکل یبازگشت یرسان روزبهفرمول  لازم به ذکر است که

  :[9] عبارتست ازتانسور تنش 

(21)  𝝈𝑛+1 = 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
𝑛+1 − 𝑫𝑒: ∆𝝐𝑝 

تنش شده  یرسان روزبهمدل، فرمول  یبا توجه به همسانگرد

 نوشت ه زیرمعادل صورتبه یاصل یهاتنش برحسب توانیمرا 

[9]: 

(22)  𝜎𝑗 = 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
𝑗

− ∑ ∆𝛾𝑖 (2𝐺[𝑁𝑖
𝑑]

𝑗
− 𝐾𝑁𝑖

𝑣)

6

𝑖=1

 

𝑗 یبرا = 1, 2, 𝑁𝑖. در فرمول بالا،.3
𝑣 ≡ 𝑡𝑟[𝑁𝑖] یحجم مولفه 

𝑁𝑖]شده است و رسانی  روزبهدر حالت  𝑁𝑖 انیبردار جر
𝑑]

𝑗 

 آن است. یانحراف تصویر مولفه ژهیمقدار و نیما𝑗 دهندهنشان
 

 کولمب-ی برای موهرچهار نگاشت بازگشت. 3.3

 کولمب،-موهر انیاز قانون جر ممکن فیچهار توصبا توجه به 

چهار  یدارا لریاو نظریه بر یمبتن ینگاشت بازگشت تمیالگور

شده،  رسانی روزبهاست که به محل تنش  زیشکل واضح متما

𝝈𝑛+1از چهار  کیدارد. معادلات هر  یبستگ می، در سطح تسل

 :[9] شده است بیان ریممکن در ز ینگاشت بازگشت

 یصفحه اصل یروبر شده  رسانی روزبه نشحالتی که ت .1

بصورت مورد  نیدر ا انی)بخش صاف( قرار دارد. بردار جر

 . [9] شودیم فیتعر معادله زیر

(23)  𝑁𝑎 ≡ 𝑁1 = (1 + sin 𝜑)𝑒1 ⊗ 𝑒1 − (1 − sin 𝜑)𝑒3 ⊗ 𝑒3 

 روزبه ی( فرمول اصل22)معادله در  (23معادله ) یمعرفبا 

 :آیدبدست می ریز صورتبهشده تنش  یرسان

(24)  

𝜎1 = 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
1 − ∆𝛾 [2𝐺 (1 +

1

3
sin 𝜑) + 2𝐾 sin 𝜑] 

𝜎2 = 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
2 + ∆𝛾 (

4

3
𝐺 − 2𝐾) sin 𝜑 

𝜎3 = 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
3 − ∆𝛾 [2𝐺 (1 −

1

3
sin 𝜑) − 2𝐾 sin 𝜑] 

 عبارتست از: تجمعی یکیکرنش پلاست شیافزا

(25)  ∆𝜖̅𝑝 = 2 cos 𝜑 ∆𝛾 

، با حل معادله نگاشت 𝛾∆ یسیتهپلاست یشیافزا بیضر

 :دیآیمبه دست زیر  یبازگشت

(26)  𝛷̃(∆𝛾) ≡ (𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
1 − 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

3 ) + (𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
1 + 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

3 ) sin 𝜑
− 2𝑐(𝜖𝑛̅

𝑝 + ∆𝜖̅𝑝) cos 𝜑 − 𝑎∆𝛾 = 0 

 و

(27)  𝑎 = 4𝐺 (1 +
1

3
sin 𝜑 sin 𝜑) + 4𝐾 sin 𝜑 sin 𝜑 

شده در لبه سمت راست هرم رسانی  روزبه . حالتی که تنش2

 یگسسته سازروش از  ،یسیتهپلاست یشیقرار دارد. کرنش افزا

 :[9] آیدبصورت زیر بدست می پسرو لریاو

(28)  𝜖̇𝑝 = 𝛾̇𝑎𝑁𝑎 + 𝛾̇𝑏𝑁𝑏 

 مورد نیر اد( 28رابطه ) کرنشی افزایشی پلاستیسیته در

 :شودیمارائه  به شکل زیر دو بردار بصورت مجموع خاص

(29)  ∆𝜖𝑝 = ∆𝛾𝑎𝑁𝑎 + ∆𝛾𝑏𝑁𝑏 

 شده با یرسان روزبه یاصل هایتنش متناظری هافرمول

 :ندیآیم( به دست 22) در معادلهعبارت فوق  ینیگزیجا

(30)  

𝜎1 = 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
1 − [2𝐺 (1 +

1

3
sin 𝜑) + 2𝐾 sin 𝜑] (∆𝛾𝑎 + ∆𝛾𝑏) 

𝜎2 = 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
2 + (

4

3
𝐺 − 2𝐾) sin 𝜑 ∆𝛾𝑎

+ [2𝐺 (1 −
1

3
sin 𝜑) − 2𝐾 sin 𝜑] ∆𝛾𝑏 
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𝜎3 = 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
3 + [2𝐺 (1 −

1

3
sin 𝜑) − 2𝐾 sin 𝜑] ∆𝛾𝑎

+ (
4

3
𝐺 − 2𝐾) sin 𝜑 ∆𝛾𝑏 

زیر بیان به شکل  جمعییسیته تکرنش پلاست شیافزاو 

 :شودیم

(31)  ∆𝜖̅𝑝 = 2 cos 𝜑 (∆𝛾𝑎 + ∆𝛾𝑏) 

شده رسانی  روزبه یاصل یهاتنشدر لبه سمت راست، 

𝛷1 ،یاست که معادلات صفحه اصل یاگونهبه = ، و صفحه 0

𝛷6سمت راست آن،  = . شوندیمبرآورده  زمانهم طوربه، 0

را  ریز یه نگاشت بازگشتاز دو معادل یامجموعهشرط  نیا

 حل شوند: 𝛾𝑏∆و  𝛾𝑎∆  یبرا دیکه با دهدیم

(32)  

𝛷̃𝑎 (∆𝛾𝑎, ∆𝛾𝑏
) ≡ (𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

1 − 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
3 ) + (𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

1 + 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
3 ) sin 𝜑

− 2 cos 𝜑 𝑐(𝜖𝑛̅
𝑝

+ ∆𝜖̅𝑝) − 𝛼∆𝛾𝑎 − 𝑏∆𝛾𝑏 = 0 

𝛷̃𝑏 (∆𝛾𝑎, ∆𝛾𝑏) ≡ (𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
1 − 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

2 ) + (𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
1 + 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

2 ) sin 𝜑

− 2 cos 𝜑 𝑐(𝜖𝑛̅
𝑝

+ ∆𝜖̅𝑝) − 𝑏∆𝛾𝑎 − 𝑎∆𝛾𝑏 = 0 

 و

(33)  𝑏 = 2𝐺 (1 + 2 sin 𝜑 −
1

3
sin 𝜑 sin 𝜑)

+ 4𝐾 sin 𝜑 sin 𝜑 

شده در لبه سمت چپ قرار رسانی  زروبه حالتی که تنش. 3

ی بازگشتحالت به لبه چپ کاملاً مشابه  یدارد. نگاشت برگشت

 یتفاوت اساس مطلب بالای ذکر شد.به لبه راست است که در 

 شودیم فیتعر بصورت معادله زیراکنون  𝑁𝑏 است که  نیا

[9]. 

(34)  𝑁𝑏 ≡ 𝑁2 = (1 + sin 𝜑)𝑒2 ⊗ 𝑒2 − (1 − sin 𝜑)𝑒3 ⊗ 𝑒3 

 :عبارتند از تنش شده یرسان روزبه یاصل یهافرمول

(35)  

𝜎1 = 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
1 − [2𝐺 (1 +

1

3
sin 𝜑) + 2𝐾 sin 𝜑] ∆𝛾𝑎

+ (
4

3
𝐺 − 2𝐾) sin 𝜑 ∆𝛾𝑏 

𝜎2 = 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
2 + (

4

3
𝐺 − 2𝐾) sin 𝜑 ∆𝛾𝑎

− [2𝐺 (1 +
1

3
sin 𝜑) + 2𝐾 sin 𝜑] ∆𝛾𝑏 

𝜎3 = 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
3 + [2𝐺 (1 −

1

3
sin 𝜑) − 2𝐾 sin 𝜑] (∆𝛾𝑎 + ∆𝛾𝑏) 

 معادله با زینیسیته تجمعی متناظر کرنش پلاست شیو افزا

حل  یسیته باپلاست یشیافزا بی. ضرشودبیان می( 31)

 :آیدبدست می ریز یمعادلات نگاشت برگشت

𝛷̃𝑎 (∆𝛾𝑎, ∆𝛾𝑏) ≡ (𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
1 − 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

3 ) + (𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
1 + 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

3 ) sin 𝜑

− 2 cos 𝜑 𝑐(𝜖𝑛̅
𝑝

+ ∆𝜖̅𝑝) − 𝛼∆𝛾𝑎 − 𝑏∆𝛾𝑏 = 0 

(36)  𝛷̃𝑏 (∆𝛾𝑎, ∆𝛾𝑏
) ≡ (𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

2 − 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
3 ) + (𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

2 + 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
3 ) sin 𝜑

− 2 cos 𝜑 𝑐(𝜖𝑛̅
𝑝

+ ∆𝜖̅𝑝) − 𝑏∆𝛾𝑎 − 𝑎∆𝛾𝑏 = 0 

 و

(37)  𝑏 = 2𝐺 (1 − 2 sin 𝜑 −
1

3
sin 𝜑 sin 𝜑)

+ 4𝐾 sin 𝜑 sin 𝜑 

𝛷1 ،یتقاطع صفحه اصل دهندهنشانمعادلات فوق  = ، با 0

𝛷2صفحه سمت چپ آن،  =  است. 0

 رأس. ر داردقرا رأسشده در رسانی  روزبه حالتی که تنش. 4

 یکیدرواستاتیدر امتداد محور ه یانقطه کولمب-موهر هرم

 :[9] آن یاست که برا

(38)  𝑝 = 𝑐 cot 𝜑 

 کیدرواستاتیفشار ه ی شده ازرسان روزبه یاکنون معادله کل

 کیاز رفتار الاست یخط فیتوص کیبا  یگشتازبنگاشت  یبرا

 :شودصورت زیر ارائه میبه 

(39)  𝑝𝑛+1 = 𝑝𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙
𝑛+1 − 𝐾∆𝜖𝑣

𝑝 

 است: زیربه شکل  یسیته تجمعیکرنش پلاست شیافزا

(40)  ∆𝜖̅𝑝 = 𝛼∆𝜖𝑣
𝑝

;      𝛼 ≡ tan 𝜑 

 :عبارتست از رأس ینگاشت بازگشت ییمعادله نها

(41)  𝑐(𝜖𝑛̅
𝑝

+ 𝛼∆𝜖𝑣
𝑝) cot 𝜑 − 𝑝𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

𝑛+1 + 𝐾∆𝜖𝑣
𝑝

= 0 

𝜖𝑣∆کرنش نامعلوم  یبرا
𝑝موارد ، جواب حاصل شدکه  ی. هنگام

 شوند:رسانی می روزبهزیر 

(42)  
𝜖𝑛̅+1

𝑝
≔ 𝜖𝑛̅

𝑝
+ 𝛼∆𝜖𝑣

𝑝 

𝜎𝑛+1 ≔ 𝑝𝑛+1 𝐈 

 یعدد جینتا .4
و  کولمب-مدل الاستوپلاستیک موهر اعتبارسنجی یراب

، برای این مدل در این تحقیق شدهارائهالگوریتم ادغام عددی 

نتایج  یستی بابا شده از این الگوریتمیسازادهیپ یددع جینتا

افزارها قیاس و دیگر نرمتحلیلی، آزمایشگاهی و یا نتایج 

با توجه به محدودیت عدم دسترسی به معادلات ارزیابی شود. 

تحلیلی غیرخطی و همچنین غیرقابل دسترس بودن نتایج 

 شدهنجاماهای سنگی آزمایشگاهی که با دقت بالا بر روی نمونه

 شدهدادهباشد، در این تحقیق اعتبار سنجی الگوریتم توسعه 

  افزارها بدست آمد. نتایج دیگر نرم بر اساس
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آباکوس که برمبنای روش المان  افزارنرماساس  نیبر هم

قوی در زمینه مهندسی  یافزارنرمباشد و محدود می

این ژئومکانیک و ژئوتکنیک است انتخاب شد، تا اعتبار سنجی 

 د.ونشان داده ش افزارنرمبا قیاس با نتایج این  جامع الگوریتم

 این الگوریتم توان برای اعتبارسنجیلازم به ذکر است که می

، هستندکولمب -که دارای معیار موهر یافزارهانرماز دیگر 

 استفاده نمود.
 

 محوریسازی عددی آزمایش سهمدل. 1.4

آزمایش عددی  یسازمدل ،الگوریتم ادغامبرای اعتبار سنجی 

انجام آباکوس  افزارنرمدر محوری روی نمونه سنگی تراکم سه

و طول  متریلیم 50 سنگی قطر نمونه ،یسازمدلدر این  شد.

باشد. نمونه مشابه آزمایش سه محوری می متریلیم 100 آن

 کرنش سنگ حاصل شود.-تا رفتار تنش شودمیبارگذاری 

المان محدود روش جزیه و تحلیل پارامترهای ورودی برای ت

آزمایش عددی  یسازمدلگزارش شده است.  1در جدول 

 که این مدل دارای ،بصورت دو بعدی انجام شد محوریسه

دارد و در واقع ربع نمونه  3مشابه شکل  هندسه مستطیلی

و طول  متریلیم 25اصلی است، یعنی عرض مدل دو بعدی 

برای  شدهانتخابتاری مدل ساخ .باشدمی متریلیم 50آن 

کولمب -آباکوس موهر افزارنرمرفتار الاستوپلاستیک در 

بر  مشابه آزمایش واقعی است. یسازمدلشرایط  .باشدیم

بتدا نمونه تحت بارگذاری هیدرواستاتیک قرار اساس ا نیهم

ثابت  محصورشدهتنش گذاری با اعمال گرفت که این بار

54 𝑀𝑃𝑎 در جهتبه ترتیب مونه ن و بالای در سمت راست 

𝑥 (وافقی ) 𝑦 )با حفظ شرایط شد. سپس  اعمال )عمودی

 𝑚/𝑠 0.000185−نرخ با  ، مرز بالای نمونهتنش محوری

جابجایی نرمال  یسازمدلدر این  .گرفتتحت بارگذاری قرار 

مدت زمان  شود.فرض میصفر مدل  چپ و پاییندر دیواره 

 ثانیه است. 30انجام آزمایش 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 لیو تحل هیتجز یبرا یورود یپارامترها. 1ل جدو

 مقدار پارامتر

 𝝆  [𝒌𝒈/𝒎𝟑] 2700چگالی سنگ، 

 𝑬  [𝑮𝑷𝒂] 28مدول یانگ، 

 𝝊 25/0ضریب پواسون، 

 𝒄  [𝑴𝑷𝒂] 8چسبندگی، 

 𝝋  [°] 30زاویه اصطکاک، 

 

 
 هندسه مدل و شرایط مرزی مربوطه. 3شکل 

 

 افزار آباکوسدر نرم عددی آزمایش سه محوری یسازمدل

نشان  4در شکل و در ادامه نتایج جابجایی در نمونه  شد انجام

 داده شده است.

برای بررسی اعتبار سنجی الگوریتم ادغام توسعه داده شده در 

این تحقیق، نتایج کرنش و تنش حاصل از المانی در 

با دایره  5که در شکل  رطوهمانعددی در آباکوس،  یسازمدل

سیاه نشان داده شده است، انتخاب شد. سپس پارامترهای 

و مقادیر کرنش از جمله کرنش محوری و کرنش  1جدول 

 حجمی در الگوریتم ادغام توسعه داده شده وارد شد. 
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 𝑈2پایین( شکل ، )𝑈1بالا( شکل کنتور جابجایی: ). 4شکل 

 

 
 انتخاب شده با دایره سیاه و المان 𝐸22کرنش . 5شکل 

 

نتایج عددی الگوریتم ادغام توسعه داده شده در این تحقیق 

نشان داده شد،  6که راستای بارگذاری آن در شکل  طورهمان

 عددی آباکوس مقایسه شد.  یسازمدلبا نتایج 

 

 
 دهندهنشانکه در آن نقاط  کولمب،-موهر اریمع. 6شکل 

 یهاتنشقاط قرمز تنش دلخواه هستند. ن ریمس کی

ها شده هستند. فلش تصویرو نقاط سبز تنش  یشیآزما

 هستند یگشتازنگاشت ب دهندهنشان

 

اند هنشان داده شد 8 شکل و 7این قیاس که در شکل نتایج 

د که نباششامل بررسی دو رفتار متفاوت تنش و کرنش می

و ب(  محوریدر مقابل کرنش  محوریعبارتند از الف( تنش 

 می در مقابل کرنش حجمی.تنش حج

 

 
در مقابل کرنش  محوریمقایسه نتایج تنش . 7شکل 

حاصل از الگوریتم ادغام توسعه داده شده در این  محوری

 افزار آباکوستحقیق با نتایج نرم



 1402 زمستان؛ 4؛ شماره 6ژئومکانیک نفت؛ دوره  نشریه ... کیام الاستوپلاستادغ تمیتوسعه روش الگور

 

59 

 

 
مقایسه نتایج تنش حجمی در مقابل کرنش حجمی . 8شکل 

حاصل از الگوریتم ادغام توسعه داده شده در این تحقیق با 

 افزار آباکوسنتایج نرم
 

است  مطلب این، بیانگر 8و  7نتایج نشان داده شده در شکل 

شده در امع توسعه دادهجکه نتایج عددی حاصل از الگوریتم 

آباکوس  افزارنرم این تحقیق انطباق خوبی با نتایج حاصل از

 دارد. 

برای بیان اهمیت الگوریتم ادغام توسعه داده شده، سرعت 

 یهنگام حل سیستم غیرخطین الگوریتم در اهمگرایی 

 9نشان داده شده است. نتایج در شکل  9در شکل معادلات 

 7دهد که تعداد تکرار برای همگرایی مسئله کمتر از نشان می

است که این مسئله بیانگر سرعت مطلوب این الگوریتم هنگام 

 همگرایی است.

 
برای  تعداد تکرار در مقابل مقدار باقیمانده. 9شکل 

 همگرایی مسئله

 

علاوه بر تایید و سرعت همگرایی مطلوب اق خوب نتایج بانط

، این امکان را برای موردنظر مالگوریت و مطلوب بودن درستی

آینده ژئومکانیکی  مطالعاتکند که در نویسنده مقاله میسر می

های الاستوپلاستیک با استفاده از کدهای توسعه برای تحلیل

رفتار الاستوپلاستیک  بیانبرای الگوریتم ن از ای ،شده داده

 .افزایش یابد یسازمدلدقت  تا استفاده کند،
 

 گیرینتیجه .5
کولمب و الگوریتم ادغام -وصیف ارائه شده برای معیار موهرت

توسعه داده شده در این تحقیق، این امکان را برای خوانندگان 

کند. فراهم می کولمب-موهر سازی مدلمند به پیادهعلاقه

 یشیآزمامرحله  والگوریتم ادغام توسعه داده شده تنها شامل د

نگاشت  تمیالگور ای کیپلاست کنندهاصلاحو مرحله  کیالاست

است. مزیت این الگوریتم ثبات عددی آن است که ی بازگشت

و الگوریتم پایدار خواهد شد. منجر به همگرایی سریع  قاعدتاً

یک  عنوانبهتواند الگوریتم ادغام توسعه داده شده می

های الاستوپلاستیک در زیرساخت مناسب جهت ارائه مدل

تحت توسعه به کار  یافزارهانرمکدهای توسعه داده شده یا 

 رود.
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